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Let X be a set of n eiements. Let SJX) be the set of all triples of X. We define a clique as a 
set of triples which intersect pairwise k two elements. In this-paper we prove that if tl G 6, the 
minimum cardinality of a partition of SJX) into cliques is G(n - 1)2]. 
Soit X un ensemble B n elements et Z&(X) l’ensemble des triplets de X. Une 
clique est une fzmille de triplets telle que deux B deux les triplets aient exactement 
deux elements en commun. Dans cet article nous demontrons que la longueur 
minimale d’une partition de S,(X) en cliques est [i( n - l)‘] pour n 2 6. 
Nous noterons par L&z) le graphe dont les sommets representent les parties a 
h elements d’un ensemble a n elements. Deux sommets sont joints si les parties 
qu’ils representent ont une intersection contenant k elements. 
Divers parametres de ce graphe ont Cte etudies [2]; en particulier le cardinal 
minimum d’une partition des sommets en cliques. Ainsi dans le cas k = 1 il a ete 
prouve que B(L,(Kz)) = n -2h +2: conjecture de Kneser [S] etablie par Lov5sz 
[6] (voir aussi [l] et [7]). Dans le cas k = 2, h = 3 nous retrwvons le probleme 
pose au debut de l’introduction. Dans le language ci-dessus nous montrons que 
e(L,(IQ) = [&a - 1)2] pour n M. 
L’etude de ce probleme a et& motivee par la theorie des nombres. 11 s’agit en 
fait de determiner le nombre de classes modulo un carre dans un corps non 
formellement reel [3,4]. La connaissance des 6(Li-*(KQ) pour i 6 is n - 1 
permet de minorer ce nombre [8]. 
Je tiens B remercier J.C. Bermond de l’aide efficace qu’il a bien voulu 
m’apporter lors de la redaction de cet article. 
Nous rappelons d’abord les notations et definitions utilisees dans [8]. 
0. Definitions et notations 
Nous noterons X= (1,2,. . . , n}. 
- Soit C une clique telle que ICI 3 3 et soit I, J, K trois triplets de cette clique. 
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Comme 1117 Ji = 11 n KJ = IJ f7 K( = 2 on a seulement deux cas: 
ou bkn il existe Q E F4(X) telle que I c 0, .I c Q, KC Q, 
ou bien il existe W E 3,(X) telle que R c I, R c J, R c K. 
Dans le premier cas nous dirons que C est we clique de type 1. Si C est maximale 
C contient quatre triplets: {u, b, c}, {a, b, d). { a, c, d}, {b, c, d} nous noterons alors 
C = [n b, c, d]. 
Dans le deuxieme cas nous dirons que C est une clique de type 2. Si C est 
maximale C contient (n - 2) triplets {a, b, x} avec x E X-{a, b). Nous noterons 
alors C’ = [a, b]. 
- P ktant un recouvrement de T3(X) par des cliques nous noterons par t(P) le 
nombre de cliques de ce recouvrement. 
Notons que le probGme de la determination du cardinal minimum d’une 
partition des triplets de X en cliques est le mEme que oelui du recouvrement par 
des cliques (que l’on peut supposer maximales). Nous noterons par T(n) ce 
cardinal minimum. 
On a done T(n) = inf{ t( P)) pris sur tous les recouvrements possibles. 
Nous allons montrer maintenant que pour n > 6, T(n b = [&I - l)‘]. 
1. I&termination de T(n) 
Lemme 1. L’on a T(n)G[~(tz - 1)2]. 
D~~~roras&ation. Soit P la famille form@e des cliques de type 2 suivantes: 
[2i+ L2j-t I] pour O<i<j<[f(n-l)], 
[2i+2,2j-t2] pour O<iCjG[~(rt--2)]. 
P cst bien un recwwmenf de T,(X) puisque tout triplet de X contient au moins 
dcux nomhres pairs ou au moins deux nombres impairs. De plus t(P) = [&I - l)*] 
et done ?‘(Iz)~[&I - l)‘]. 
Lemme 2. Pour n 3 6, soit T2 l’ensemble des recouvrentents de YIl(X) en cliques de 
rypt* 2. 
Aiors pour tout iktneni x il existe rt E r2 tel que t(P,) = minPEsl t(P) contenant 
ah w3ins & ti - 1): cliques [x, j]. 
bimolsstration. Nws p~uvons toujours suppeser que x = n. 
Soit PE T2 tel que r(P) = min & 9 t (R ). S~ippoSOl’ls que P conitkmne au plus p 
cliques [i. n]. Sans restreindre la ghkraliti I’on peut supposer que c:e sont les 
cliques [i. n] avec 1 s i S p. Les cliques [i, tr] pour p + 1 G j s n - 1 n’appartiennent 
done pas ri P et pour recouvrir Mlkment {i. k. n} avec p + I+ c: k G n - 1 il faut 
utiliser la clique [J’, k]. Les cliques [i, n], 16 i 6 p et [j, k], p + 1 si < k =z n -- 1 
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recouvrent exactement les &ments {ar, &I, n} pour 1 <at <p ~II - 1 c=t (v, j, k) 
pour l~+j<k~w-l et jap+l. Ces cliques sont au nombre de 
N,=p+*(n-p-l)(n-p-2). 
Mais l’on peut recouvrir ces &ments en utilisant les cliques [i, n] pour 
lGiSp+l; [j,p+l]pour 1SjSp et fj,k]pour p+2<jC&n-1. On a alors 
un nombre & de cliques &gal B 
p+l+p++(n-p-2)(n-p-3). 
D’ou Nl-Nz=2 l $(n-p-2)-p-l=n-2p-3, et comme t(P) est minimum 
N+N, soit pa&n-1)-l. 
Si n est pair p a [$( n - l)]. 
Si n est impair et p = $(n - 1) - 1, le nouveau recouvrement P’ est tel que 
t(P) = t(P’) et P’ contient [$(n - l)] cliques [i, n). 
Lemme 3. Toute partition P de &(X) pour n 26 comportant des cliques de type 1 
est de longueur tt P) telle que: 
t(P)26 pour n =6, 
t(P)Bl+[$(n-4)]+T(n-4) pow nW. 
Dkmowtration. Soit P un recouvrement de longueur minimale ayant le minimum 
de cliques de type 1 et soit [l, 2,3,4] une clique de type 1 appartenant a P. 
Posons X, = (1,2,3,4}. Dans ce qui suit nous noterons a, b, c, d les elements de 
X0 et i, j des elements de X-X,. Si P contenait une clique [a, b] alors en 
remplacant [X0] par la clique [c, d] oh {c, d} = X0-{a, b} on obtiendrait un 
recouvrement P’ ayant une clique de type 1 de moins que P ce qui contredit la 
definition de P. Done P ne contient pas de clique [a, b]. Soit alors 
T =((a, b, 2’): (a, b} c X0, t s i s n}. 
L’Otl a T= USsiGn Ti OC 
x =({ 1,2, i), (1.3, i), { 1,4, i), (2,3, i}, {2,4, i), (3,4, ill. 
Pour recouvrir T on peut utiliser soit des cliques de type 2 soit des cliques de 
type 1 de la forme [a, b, c, i] ou [a, b, i, j]. 
P contient au plus une clique de la forme [a, b, c, i]. En effet : 
- Si l’on avait deux cliques [a, b, c, i] et [a, b, d, j] avec 5 s i ~j s n, en 
remplacant [X0] par [c, d] on aurait un recouvrement P’ ayant une clique de type 
1 de moins que P. 
- Si l’on avait deux cliques [a, b, c, i ] et [a, b, c, j] avec i # j en remplacant ces 
deux cliques et [X0] par [a, b], [a, c] et [b, ] c on aurait un recouvrement ayant 
trois cliques de type 1 de moins que P. 
L’on voit done que les deux cas conduisent a une conclusion contredisant 
l’hypothese de minimalite faite sur P. 
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Notons qu’une clique [a, b, i, j] contient deux triplets de T et que deux cliques 
[a, i] et [b, i] contiennent cinq triplets de T. On a done au plus n - 3 cliques deux 
i deux disjointes contenant chacune trois triplets de 7’ B savoir l’unique clique 
[a, ts, c, J] si elle appartient B P et pour chaque i une clique de type [d, i]. Pour 
recouvrir les 6( n - 4) triplets de T il faudra done un nombre de cliques suphieur 
ou &gal 5: 
Done pour recouvrir T il faut au moins [s(n - 4)] cliques et lorsque n 3 7 pour 
recouvrir les triplets {i, j. k} avec 5 < i < j < lc S n au moins T(n - 4) autres cliques. 
Par suite, en comptant la clique [X0] il faut au moins: 
1 +[$(n -4)]+ T(n -4) cliques. 
La relation est encore vraie dans le cas n = 6 
Nous pouvons maintenant enoncer le resultat 
Thkor&nw. L’on Q 
T(4)= 1, T(S) = 3, 
T(n) = [l(n - l)‘] pour n 36. 
en posant T(2)=0. 
final A savoir: 
Dkmonstration. Le resultat est evident pour n = 4. 
Pour n = S 
l%(XN = 
W fi rccouvrcment 
T(S& 3. 
5 0 3 = 10. 
possible est C1 = [ 1,2], C2 = [I, 3,4, S], C, = [2,3,4, S] done 
Or dans ce cas les ciiaues maximales ont trois ou quatre elements et done une 
partition de S,(X) en deux cliques est impossible d’ou T(5) = 3. 
Pour n s 6 now allons demontrer le theoreme par r&wrence sur n 
Aiqws maximales ont quatre elements d’ou T,(6) b 20/4 = 5. Mais si 
rccwvrement de S,(X) en cinq cliques on aurait alors cinq cliques 
disjointes or il y a au plus trois cliques maximales disjointes de 
oontiendrait necessairement une clique de type 1 ce qui d’aprbs le 
entrine t(P) 26 done d’apres le Lemme 1 I’on 3 
si n = 6 les 
P etait un 
maximales 
type 2, P 
Lemme 3 
T(6) = 6 
Supposons done que T(k) = [b(k - l)“] pour 6 s EC =Z n - 1. Les Lemmes 1 et 3 nous 
permettent d’affirmer alors que pour n 2 7 il existe un recouvrement de longueur 
minimale comprenant uniquement des cliques de type 2. 
Si B est un recouvrement comportant des cliques de type 1, d’aprh le Lemme 3 
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l’on a: 
36 
pour ?=7 t(P)a9= --4- , [ 1 
pour n=8 t(P)N+52+7’(4)=12= T 
[ 1 puisque T(4) = 1, 
64 
pour n =9 t(P)a3+52+T(t)= 16= 4 , 
[ 1 
pour n 3 10, n -4 a6 mais alors par hypothese de r&u=rence l’on a 
T(n -4) = [$n -S>“] 
d’ou, si n = 2p 
d&s que pad, si n=2p+1 
t(P)a3+5(Q-?.)+Q*--‘iQ-td=Q*+Q-3>Q*=[&’l-I)*] 
d&s que Q 2 4. Done dans tous les cas t(P) 3 [i(n - l)*] pour n 3 6 (l’inegalite &ant 
stricte d&s que n 3 10). 
Le Lemme 1 montre qu’un recouvrement de longueur minimale comporte 
uniquement des cliques de type 2. Mais alors d’apres le Lemme 2 il existe un 
recouvrement P,, de longueur minimale contenant au moins [$n - l)] cliques 
II& 4. 
Pour recouvrir les triplets {i, j, k} avec 1 s i <j c k s n - 1 il faut au moi:ls 
T(n - 1) autres cliques d’ou: 
t(P,,) = T(n)3 T(n - l)+[f(n - l)]. 
Mais par hypothese de r&urrence T(n - 1) = [i( n - 2)‘] pour 7 s n. 
Done T(n) a [i( n - 2)‘] + [$( n - l)] = [i( n - l)‘] pour n 2 7. 
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